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Моделирование 
и оптимизация 
в COMSOL 
Multiphysics 
мачт малых 
ветроэнергетиче-
ских установок

Введение
Широкое применение малых ВЭУ в част-
ном секторе и других отраслях хозяйства 
страны требует решения задач создания 
надёжных типовых сборочных конструк-
ций «фундамент — мачта» ВЭУ, а  также 
разработки и  совершенствования мето-
дик и  алгоритмов их оптимизации по 
параметрам надёжности, устойчивости 
и материалоёмкости. Снижение материа-
лоёмкости продукции — одно из главных 
направлений повышения эффективности 
в промышленности и строительстве, так 
как затраты на материалы составляют, как 
правило, более половины стоимости про-
дукции этих отраслей [1]. В полной мере 
это относится к развивающейся в настоя-
щее время отрасли возобновляемой энер-
гетики, в частности, ветроэнергетике.

Поскольку в  современных условиях 
отмечается постоянный рост стоимости 
строительных объектов, успешные про-
ектные решения должны отличаться эф-
фективностью на всех этапах разработки 
и включать процедуры минимизации за-
трат, в  том числе на использование кон-
струкционных материалов.

Подобные решения достигаются на ос-
нове предварительной проработки научно- 
технических этапов проектирования с ис-

пользованием стандартных методик и ал-
горитмов [2, 3] или, что предпочтительнее, 
с  помощью математического моделиро-
вания, например, на основе ПО COMSOL 
Multiphysics, которое предназначено для 
моделирования и исследования научных 
и инженерных задач [4], что способству-
ет созданию рациональных конструкций 
и  обеспечивает математически обосно-
ванную оптимизацию эффективности их 
функционирования.

Моделирование рациональной кон-
струкции мачты ВЭУ — это прежде всего 
определение соответствия её надёжности 
техническим и эксплуатационным требо-
ваниям. Надо стремиться обеспечивать 
наименьший вес и размеры конструкции 
путём выбора оптимальных форм и гео-
метрии её элементов. В связи с этим кон-
структивные узлы мачты для малых ВЭУ 
желательно создавать из лёгких конструк-
тивных элементов, например, стальных 
тонкостенных трубчатых. В то же время 
конструкция мачты должна прежде все-
го отвечать требованиям необходимой 
жёсткости, прочности и устойчивости.

В  зависимости от значений внешних 
воздействий мачта может находиться 
в устойчивом или неустойчивом состоя-
нии равновесия.
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Равновесие является устойчивым, если 
деформированная мачта при любом ма-
лом отклонении от первоначального со-
стояния после прекращения внешнего 
воздействия стремится за счёт сил упру-
гости стальных элементов возвратиться 
к  нему вновь. В  случае неустойчивого 
равновесия деформированная мачта, вы-
веденная из первоначального состояния 
каким-либо внешним воздействием, по-
сле его прекращения в  исходное состоя-
ние не возвращается, то есть наступает 
новое состояние, возможно, критическое. 
До момента наступления критического 
состояния мачты, подвергшейся осевому 
сжатию под действием, например, силы 
тяжести груза, помещённого на верхней 
площадке, деформации растут незначи-
тельно и незаметно. Но вблизи критиче-
ского состояния деформации нарастают 
крайне быстро, и практически нет време-
ни для принятия мер по предотвращению 
разрушения.

Минимальная нагрузка, при которой 
система теряет устойчивость, называется 
критической. При расчёте на устойчи-
вость критическая нагрузка является 
практически аналогом разрушающей на-
грузки при расчёте на прочность. В целях 
безопасной работы мачты допускаемая 
нагрузка, естественно, должна быть мень-
ше критической, то есть условие устой-
чивости в  этом случае определяется как 
частное от деления критической нагруз-
ки на коэффициент запаса устойчивости, 
который для большинства стальных кон-
струкций принимают в интервале 1,5–3,0.

В  данной статье показано, как смоде-
лировать и обеспечить надёжность и без-
опасность мачты для малых ВЭУ мето-
дом конечных элементов (МКЭ), позво-
ляющим прогнозировать с  высокой точ-
ностью функционирование мачт малых 
ВЭУ в реальных условиях эксплуатации, 
установив влияние критических нагрузок 
в элементах мачты на потерю ею устойчи-
вости. Подобные задачи можно решать 
с  помощью линейного анализа потери 
устойчивости, простейшим примером ко-
торого является формула Эйлера для кри-
тической нагрузки потери устойчивости 
продольно сжатого стержня [5].

При расчёте напряжённо-деформиро-
ванного состояния МКЭ система делится 
на определённое число элементов, соеди-
нённых между собой в  узлах. Нагрузка, 
действующая на систему в  целом, пере-
носится в узлы. Это позволяет определять 
состояние системы через узловые усилия 
и  перемещения конечно-элементной мо-
дели. Для каждого конечного элемента 
матричное уравнение Ku = P связывает 
вектор узловых перемещений  u с  векто-

ром узловых нагрузок  P с  помощью ма-
трицы жёсткости  K. Физический смысл 
элемента kij этой матрицы — это реакция 
(реактивная сила), возникающая в i‑м на-
правлении от заданного единичного пе-
ремещения в j‑м направлении.

После построения матриц жёстко-
стей всех элементов и  определения век-
торов узловых нагрузок в общей системе 
координат формируется матрица полной 
жёсткости K и вектор нагрузки P всей си-
стемы. Уравнение Ku = P, связывающее 
перемещения системы u с нагрузкой P, по 
виду совпадает с матричным уравнением 
для отдельного элемента [5].

Линейный анализ потери устойчиво-
сти учитывает эффект изменения жёстко-
сти системы с ростом напряжений, когда 
рост сжимающих напряжений приводит 
к  снижению способности конструкции 
противостоять нагрузкам, действующим 
в поперечном направлении. По мере того, 
как растут напряжения сжатия, умень-
шается сопротивление боковым силам. 
При некотором уровне нагрузки этот эф-
фект превосходит влияние собственной 
линейной жёсткости системы, приводя 
к деформации выпучивания.

Матрицу полной жёсткости K в этом слу-
чае можно представить как сумму

K = KL + KNL(P) ,
где KL — обычная матрица жёсткости для 
линейной задачи, KNL — нелинейная до-
бавка, зависящая от нагрузки P. В линей-
ном приближении матрица KNL пропор-
циональна нагрузке, то есть

K = KL + λ KNL(P).
Критерием потери прочности является 

вырожденность матрицы жёсткости, то 
есть равенство det(K) = 0.

Таким образом, задача сводится к  на-
хождению собственных значений матри-
цы полной жёсткости системы, в ходе ко-
торого значение приложенной нагрузки 
P0 применяется для определения коэффи-
циента λ критической нагрузки Pc = λ P0. 
Среди собственных значений  λ для ма-
тричного уравнения

[KL + λ KNL(P0)]u = 0	 (1)

низшее собственное значение  λ являет-
ся коэффициентом критической нагруз-
ки, а соответствующая мода u описывает 
форму потери устойчивости [6].

Каждая критическая нагрузка связана 
с  определённой модой, то есть формой 
изгиба конструкции, которая приводит 
к  неустойчивости. Известно, что мачта 
как сложная конструкция может иметь 
несколько форм потери устойчивости 
и  значений критических нагрузок  [7]. 
Однако уже первая критическая нагрузка 
считается разрушающей, так как потерю 
устойчивости мачты под действием сле-
дующих критических нагрузок трудно 
проследить, потому что при увеличении 
силы осевого сжатия мачты выше крити-
ческого значения, соответствующего пер-
вой форме неустойчивости, возникнут 
большие остаточные деформации, приво-
дящие к необратимым явлениям в мачте 
и невозможности её эксплуатации.

При моделировании рациональ-
ной конструкции мачты ветро-
энергетических установок сле-
дует обеспечить наименьший 
вес и размеры конструкции пу-
тём выбора оптимальных форм 
и геометрии её элементов. Кон-
структивные узлы мачты для 
малых ВЭУ желательно созда-
вать из лёгких конструктивных 
элементов, например, стальных 
тонкостенных трубчатых
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На систему могут действовать постоян-
ные нагрузки, например, гравитационные, 
линия действия которых перемещается 
вместе с конструкцией параллельно пер-
воначальному направлению. Если учиты-
вать вклад веса мачты  Q, который оста-
ётся постоянным при линейном анализе 
потери устойчивости, то основное урав-
нение (1) примет вид:

[KL + KNL(Q) + λ KNL(P0)]u = 0,	 (2)

где дополнительная матрица KNL(Q) вы-
ражает нелинейную добавку к  матрице 
жёсткости из‑за гравитационной нагрузки.

В  линейном анализе момент потери 
устойчивости рассматривается как точка 
бифуркации на кривой «нагрузка — дефор- 
мация», так как в  этой точке происхо-
дит разветвление форм равновесия. При 
этом конструкция мачты идеализиру-
ется как упругая, все контакты и  свой-
ства материалов считаются линейными, 
а  также не учитываются эффекты боль-
ших перемещений без развития больших 
деформаций и напряжений. Эти факторы 
приводят к отсутствию «запаса» в реше-
нии и делают полученный коэффициент 
критической нагрузки завышенным. При 
нелинейном решении возможно учесть 
присущие реальной конструкции несо-
вершенства и  нелинейности (геометри-
ческие и физические) как начальные воз-
мущения. Величина критической нагруз-
ки, полученной при нелинейном подходе, 
обычно ниже той, которая определяется 
точкой бифуркации линейного решения.

Условия, в  которых находятся реаль-
ные сжатые элементы конструкции мач-
ты, во многом отличаются от идеализи-
рованных условий, принятых при анали-
зе потери устойчивости по собственным 
значениям. На реальные изделия влияют 
начальная кривизна, нецентрированная 
нагрузка, остаточные напряжения и пла-
стичность. Все эти факторы отрицательно 
сказываются на способности мачты к из-
гибу. Остаточные сжимающие напряже-
ния вызывают преждевременную дефор-
мацию, и элементы неупруго изгибаются 
при нагрузке меньшей, чем критическая. 
Согласно стандарту EN 1993‑1‑1:2005 [8], 
в дополнение к линейному анализу поте-
ри устойчивости при решении МКЭ дол-
жен использоваться нелинейный анализ 
для расчёта более реалистичных нагрузок 
потери устойчивости и соответствия экс-
периментальным данным.

В  то  же время для прогнозирования 
спектра возможных форм деформаций 
моделируемой конструкции можно ис-
пользовать динамический анализ МКЭ, 
реализованный в  COMSOL Multiphysics 
в  виде модального анализа. В  статиче-

ском исследовании мачты по модальному 
анализу определяют значения критиче-
ских нагрузок, в  динамическом  же ана-
лизе оценивают формы и  частóты соб-
ственных колебаний для сравнения с дей-
ствием возбуждающей силы ветра и вра-
щения ветроколеса.

Исследуемая модель и результаты
Геометрия исследуемой модели представ-
ляет собой коническую решётчатую мач-
ту переменного сечения общей высотой 
15  м, состоящую из 15  секций высотой 
1 м, в форме усечённой пирамиды с ква-
дратным основанием, сужающейся сни-
зу вверх. Нижнее основание секции на 
фундаменте имеет сторону 1 м, а верхняя 
площадка мачты  — сторону 0,6  м. Кон-
структивные элементы секций — трубча-
тые, причём угловые элементы (стойки) 
более толстые и имеют внешний диаметр 
108  мм и  толщину стенки 5  мм. Осталь-
ные элементы имеют внешний диаметр 
35  мм и  толщину стенки 2,5  мм. Мате-
риал  — конструкционная сталь. Мачта 
закреплена на уровне земли на железобе-
тонном фундаменте, а к верхней площад-
ке прилагается вертикальная нагрузка P, 
распределённая по угловым точкам, так 
что на каждую приходится по ¼ нагрузки. 
Учтена также гравитационная нагрузка Q 
от массы (1051,4 кг) самой мачты.

За основу моделирования мачты ВЭУ 
взята методика  [9] для прямоугольной 
мачты постоянного сечения, где исполь-

зуется интерфейс Truss с решателем Linear 
Buckling, но не учитывается вес мачты. 
Напряжённое состояние, обусловленное 
исключительно постоянной нагрузкой Q, 
вычисляется на этапе стационарного ис-
следования. Затем на этапе исследования 
потери устойчивости в узле Weak Contri-
bution вклад тензора напряжений посто-
янной нагрузки добавляется как множи-
тель к квадратичным членам тензора де-
формации. Таким образом, хотя для рас-
чёта критической нагрузки учитывается 
сочетание двух типов нагрузок, коэффи-
циент критической нагрузки  λ применя-
ется только к нагрузке P.

Результатом первого этапа исследо-
вания (рис. 1) является получение кри-
тических нагрузок потери устойчивости, 
деформаций мачты и напряжений в эле-
ментах конструкции с  использованием 
метода линейного анализа устойчивости 
по приведённым выше формулам.

На рис. 1а показаны деформации эле-
ментов мачты для первого коэффициента 
критической нагрузки λ = 2,35 × 106. Вы-
численные наибольшие смещения от пер-
воначального положения равны 0,007  м 
вдоль оси  Ox, 2,609  м вдоль оси Oy 
и – 0,177 м вдоль оси Oz. Таким образом, 
направление отклонения от вертикаль-
ной оси очень близко к оси Oy, а форма 
продольного изгиба составляет ¼ волны 
синусоиды. Это первая мода устойчиво-
сти мачты, соответствующая критиче-
ской нагрузке 2,35 × 106  Н. Следующая 
критическая нагрузка, соответствующая 
второй моде устойчивости мачты, равна 
2,36 × 106 Н. Но, как было отмечено выше, 
уже первая критическая нагрузка приво-
дит мачту в  неработоспособное состоя-
ние, а последующие критические нагруз-
ки не имеют практического применения, 
так что дальнейший анализ, как правило, 
проводят по первой моде.

	 Рис. 1. Характеристики продольного изгиба мачты при первой критической нагрузке [а — де-
формация (смещение) элементов мачты (фрагмент в увеличенном масштабе); б — напряжения в эле-
ментах мачты]

а) б)

На реальные изделия влияют 
начальная кривизна, нецентри-
рованная нагрузка, остаточные 
напряжения и  пластичность. 
Все эти факторы отрицатель-
но сказываются на способности 
мачты к изгибу
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На рис. 1б показаны напряжения в  эле-
ментах мачты при первой критической 
нагрузке. Видно, что элементы мачты на-
пряжены неравномерно.

Правая дальняя боковая стойка и  не-
которые наклонные трубчатые элементы 
мачты напряжены значительно больше 
других. Максимальное значение напря-
жения составляет 6077 МПа. В то же вре-
мя другие элементы мачты недогружены. 
Вызвано это не только направлением 
изгиба мачты и  значительным запасом 
прочности, но также и тем, что не учиты-
ваются нелинейности деформаций эле-
ментов конструкции мачты, в том числе 
возможные деформации кручения.

При добавлении начального возмуще-
ния к  модели, геометрия которой чув-
ствительна к дефектам, максимальная на-
грузка потери устойчивости может суще-
ственно снизиться. В качестве заданного 
дефекта можно использовать предвари-
тельно вычисленную форму моды потери 
устойчивости, так как структура модели 
наиболее чувствительна именно к  этой 
форме. Величина возмущения должна 
примерно соответствовать ожидаемым 
значениям для реальной структуры с учё-
том технологических допусков и условий 
эксплуатации. Поэтому дальнейшее ис-
следование проводилось для геометрии 
с начальной деформацией по первой моде 
(рис. 1а) с коэффициентом подобия 1/400. 

Учитывая, что данная мачта предназначе-
на для малых ВЭУ, общая масса техниче-
ского блока в сборке из генератора, редук-
тора, инвертора и других узлов принима-
ется равной 500 кг.

Второй этап оценки устойчивости 
мачты под действием реальной нагрузки 
проводится методом параметрического 
приближения нагрузки к  критической. 
В качестве управляющего параметра вы-
брано усреднённое вертикальное смеще-
ние элементов верхней площадки при 
продольном изгибе мачты. В интерфейсе 
Truss добавляется глобальное уравнение, 
по которому значение нагрузки вычисля-
ется для каждого шага параметра.

Результатом второго этапа исследова-
ния (рис. 2) является изменение упругих 
характеристик, ведущее к  потере устой-
чивости мачты при параметрическом 
приближении нагрузки к  критической. 
На рис. 2а показана нагрузка в каждой из 
угловых точек верхней площадки мачты 
при значении управляющего параметра 
0,03. Она равна 5,69 × 105  Н. Суммарная 
нагрузка 2,28 × 106 Н незначительно ниже 
критической 2,35 × 106  Н, найденной на 
первом этапе. Но для оценки состояния 
мачты важны также величи́ны критиче-
ских напряжений её элементов, так как 
метод расчёта учитывает не только на-
грузки при продольном изгибе мачты, но 
также возможные нелинейные факторы.

На рис. 2б показаны напряжения в  эле-
ментах мачты под действием данной на-
грузки. Максимальное значение напряже-
ния  — 683  МПа. Это значительно ниже 
напряжения, найденного на первом этапе 
(6077 МПа). Наклон мачты определяется 
заданной деформацией геометрии и бли-
зок к оси Oy. Элементы мачты напряжены 
неравномерно, но произошло некоторое 
перераспределение напряжений по срав-
нению с рис. 1б. В целом можно отметить, 
что при учёте возможных нелинейных 
воздействий на мачту, скручивания её 
элементов и дефектов формы снижаются 
критические напряжения её элементов, то 
есть их значения приближаются к реаль-
ным характеристикам напряжённо-де-
формированного состояния мачты.

На рис. 2в при различных значениях 
управляющего параметра даётся график 
величины нагрузки в  зависимости от 
вертикального смещения одной из точек 
верхней площадки. Видно, что эта зави-
симость остаётся линейной до значения 
управляющего параметра 0,024 (в  пре-
делах области пропорциональности кон-
струкционной стали мачты), которому 
соответствует нагрузка 2,12 × 106  Н. Да-
лее в зоне упругости нагрузка возрастает 
примерно до 2,28 × 106 Н. После достиже-
ния предела упругости, в  области теку-
чести, она изменяется медленно, асим-
птотически приближаясь к критической 
нагрузке в 2,35 × 106 Н, что соответствует 
результату первого этапа исследования.

На рис. 2г при различных значениях 
управляющего параметра показан гра-
фик величины наибольшего напряжения 
в  элементах мачты в  зависимости от на-
грузки на верхней площадке. Видно, что 
при равномерном росте нагрузки так же 
равномерно растёт и  напряжение в  эле-
ментах мачты. При нагрузке в 2,28 × 106 Н 
наибольшее напряжение равно 683 МПа, 
а  далее незначительный рост нагрузки 
приводит к быстрому росту напряжения 
в  элементах мачты, что характерно для 
этапа текучести конструкционной стали.

Участки графиков изменения нагрузки 
и напряжения элементов мачты за преде-
лами зоны упругости в данной задаче по-
дробно не рассматриваются, так как они 
характеризуются возникновением пласти-
ческих явлений в элементах мачты, то есть 
необратимых изменений. Тем более что 
результаты, соответствующие условиям 
нормального функционирования мачты, 
показывают, что заданная первоначаль-
ная прочность мачты всё  же несколько 
избыточна. Следовательно, возможно за-
вышена и металлоёмкость мачты. В связи 
с  этим необходимо провести оптимиза-
цию конструкции мачты.

а)

в)

б)

г)

	 Рис. 2. Характеристики продольного изгиба мачты при параметрическом приближении 
нагрузки к критической [а — нагрузка на верхнюю площадку мачты (фрагмент в увеличенном мас-
штабе); б — напряжения в элементах мачты; в — величина нагрузки на верхней площадке в зави-
симости от вертикального смещения; г — наибольшее напряжение в элементах мачты в зависимо-
сти от нагрузки на верхней площадке]
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Третьим этапом моделирования устойчи-
вости мачты является процесс оптимиза-
ции конструкции по критерию снижения 
металлоёмкости мачты при условии со-
хранения напряжённого состояния эле-
ментов конструкции в  области упруго-
сти конструкционной стали. В  этом слу-
чае при незначительных деформациях 
под действием внезапного роста действу-
ющей нагрузки, например, при порывах 
ветра, мачта будет возвращаться в устой-
чивое вертикальное состояние. Среди де-
формаций, которым подвержены элемен-
ты мачты, можно выделить деформации 
изгиба и деформации кручения, а среди 
возможных нагрузок — изгибающие, на-
грузки кручения и  сжимающие. Некото-
рые элементы конструкции могут быть 
более чувствительны к  одним типам на-
грузок и менее чувствительны к другим. 
То  есть скорости роста деформаций из-
гиба и  кручения различны и  зависят от 
изменения определённого типа нагрузки 
как параметра.

Чувствительность можно математи-
чески рассматривать как производную 
некоторой величины по одному или не-
скольким входным параметрам. Анализ 
чувствительности является встроенной 
функцией COMSOL Multiphysics и может 
быть выполнен, например, по методике 
[10], где рассматривается прямоугольная 
мачта постоянного сечения. Количествен- 
ной характеристикой деформации изгиба 
является угол наклона к оси Oy, а дефор-
мации кручения  — угол закрутки отно-
сительно оси  Oz. Изгибающая нагрузка 
и  нагрузка кручения распределены по 
угловым точкам верхней площадки. При 
этом изменения различных типов нагру-
зок задаются одним управляющим пара-
метром  — коэффициентом масштаби-
рования площади поперечного сечения 
элементов мачты. Таким образом, анализ 
чувствительности становится подгото-
вительным этапом к  оптимизации кон-
струкции по толщине стенки трубчатых 
элементов, то есть по металлоёмкости.

На рис. 3 показаны результаты опти-
мизации мачты. На рис. 3а приводится 
оценка чувствительности угла наклона 
мачты к изгибающим нагрузкам и нагруз-
кам кручения.

Для случая изгибающей нагрузки 
(слева) видно, что при наклоне мачты 
чувствительными к  параметру являют-
ся только угловые элементы (стойки). 
Наклон будет уменьшен, если они будут 
усилены, особенно в нижней части мачты. 
В  случае скручивающей нагрузки (спра-
ва) наклон малочувствителен к  измене-
нию параметра, и только усиление стоек 
с одной стороны и ослабление с противо-

положной может вызвать нежелательный 
наклон. Аналогично оценка чувствитель-
ности угла закрутки мачты показывает 
для изгибающей нагрузки, что чувстви-
тельными к  закрутке являются только 
некоторые наклонные элементы мачты. 
Усилив диагональные элементы с  одной 
стороны и  ослабив с  противоположной, 
можно получить нежелательную закрут-
ку. Для скручивающей нагрузки закрут-
ку можно уменьшить, если диагональные 
элементы будут усилены, особенно в вер-
ней части мачты.

Таким образом, оценка чувствительно-
сти даёт предварительные рекомендации 
по оптимизации мачты и показывает воз-
можные нежелательные последствия из-
менений конструкции.

Топологическая оптимизация струк-
туры мачты проводится в COMSOL Multi- 
physics градиентным методом на основе 
методики [11], где решается только зада-
ча увеличения жёсткости конструкции 
без увеличения массы. Рассматриваются 
три типа нагрузок: изгибающие, нагрузки 
кручения и сжимающие.

Целевой функцией первой процедуры 
оптимизации является суммарная энер-
гия упругих деформаций элементов мач-
ты. Построенная конструкция обладает 
улучшенными прочностными характе-
ристиками, но прежней массой. Поэто-
му при второй процедуре оптимизации 
суммарная энергия упругих деформаций 

оптимизированной мачты становится 
условием, а  масса  — целевой функцией. 
Это позволит оптимизированной мач-
те сохранять устойчивое состояние при 
внешних воздействиях. Управляющий 
параметр оптимизации — коэффициент 
масштабирования площади поперечно-
го сечения элементов мачты  k  — может 
принимать значения в интервале от 0,001 
до 1,0 на каждом из элементов конструк-
ции, что неприемлемо для практики. По-
этому на последнем этапе оптимизиро-
ванную конструкцию нужно изменить, 
чтобы мачту можно было построить, ис-
пользуя, например, только три типа эле-
ментов со значениями k = 0,5; 0,75; 1,0.

На рис. 3б результат оптимизации по-
казан как распределение управляющего 
параметра  k на элементах мачты. Вид-
но, что толщина угловых стоек и  боль-
шинства диагональных элементов дол-
жна быть сохранена (k = 1), в  то время 
как многие горизонтальные элементы 
можно сделать тоньше без потери проч-
ности (k = 0,5). При этом масса конструк-
ции снижается до 906,77 кг. Однако не все 
элементы оптимизированной геометрии 
можно принять для практической реали-
зации. Например, согласно рис. 3б, ниж-
нюю горизонтальную площадку можно 
удалить (k = 0,001), что означает, что уг-
ловые и диагональные элементы нижней 
секции мачты могут быть жёстко забето-
нированы в фундамент.

	 Рис. 3. Результаты оптимизации мачты [а — оценка чувствительности угла наклона мачты к на-
грузкам; б — распределение параметра оптимизации по элементам мачты; в — деформация (сме-
щение) элементов мачты при первой критической нагрузке; г — напряжения в элементах мачты]

а)

в)

б)

г)

https://www.comsol.com
https://www.comsol.com
https://www.comsol.com


К СОДЕРЖАНИЮ
78
 2 / 2022

ЭНЕРГОСБЕРЕЖЕНИЕ И ВИЭ

Однако это не технологично, так как мач-
та обычно устанавливается на готовый 
фундамент с помощью анкерных болтов, 
следовательно, нижняя площадка необ-
ходима и даже может быть усилена.

Результаты оптимизации можно про-
верить, выполнив линейный анализ поте-
ри устойчивости для оптимизированной 
модели. На рис. 3в показаны деформации 
элементов мачты для первого коэффици-
ента критической нагрузки λ = 2,13 × 106. 
Направление отклонения от вертикаль-
ной оси по‑прежнему близко к  оси  Oy, 
а  форма продольного изгиба составляет 
¼  волны синусоиды. Это первая мода 
устойчивости мачты, соответствующая 
критической нагрузке 2,13 × 106 Н.

Следующая критическая нагрузка, со-
ответствующая второй моде устойчиво-
сти мачты, равна 2,14 × 106  Н. Таким об-
разом, они незначительно ниже нагрузок, 
полученных на первом этапе моделирова-
ния мачты (2,35 × 106 и 2,36 × 106 Н).

На рис. 3г показаны напряжения в эле-
ментах мачты при первой критической 
нагрузке. Максимальное напряжение 
в элементах мачты равно 4129 МПа, что 
значительно ниже значения, полученно-
го на первом этапе моделирования мачты 
6077 МПа (рис. 1б). Причём точка, в кото-
рой зафиксировано максимальное напря-
жение, переместилась из верней секции 
мачты в  её нижнюю треть. Видно, что 
распределение напряжения по элементам 
мачты стало более равномерным.

Аналогичная проверка характеристик 
оптимизированной мачты параметриче-
ским методом показала результаты, близ-
кие к ранее полученным на втором этапе 
исследования. Так, при значении управ-
ляющего параметра 0,03, соответствую-
щем пределу упругости, максимальное 
значение напряжения составляет 681,5 
против 683 МПа.

В данной статье показана методика мо-
делирования и оптимизации в COMSOL 
Multiphysics мачты малых ВЭУ одной 
формы (квадратного сечения). Однако её 
можно с успехом использовать при реше-
нии тех же задач для мачт других сечений 
(прямоугольного, треугольного и других), 
с другим соотношением нижнего и верх-
него оснований и  с  различной массой 
технического блока на верхней площадке 
мачты, изменив только геометрическую 
модель. В  модели можно учесть допол-
нительные элементы, например, исполь-
зование растяжек для повышения устой-
чивости мачты. Следующим важным 
этапом моделирования и  исследования 
подобных мачт может быть учёт динами-
ческих нагрузок от напора ветра на мачту 
и от вращающихся лопастей ветроколеса.

Заключение
1.	 Надёжность мачт ВЭУ задаётся и уточ-
няется на различных этапах разработки. 
Так, на этапе проектирования расчёт на-
дёжности мачты проводится с целью вы-
бора оптимального варианта структуры 
и  методов контроля работоспособности 
основных элементов. Предложено ис-
пользовать для этого программное обес-
печение COMSOL Multiphysics, позволя-
ющее реализовывать методики исследо-
вания по характеристикам критических 
нагрузок, напряжений и  устойчивости 
мачт, что соответствует их техническим 
и эксплуатационным требованиям.

2.	 На основе моделирования в COMSOL 
Multiphysics предложена методика опре-
деления рациональной структуры мач-
ты, включающая выбор конструктивной 
формы и геометрии её элементов, а также 
математически обоснованную оптимиза-
цию по снижению металлоёмкости кон-
струкции при сохранении показателей 
жёсткости, прочности и  устойчивости 
функционирования.
3.	 Исследование построенной модели 
мачты с помощью линейного анализа по-
тери устойчивости позволило определить 
критическую нагрузку конструкции, фор-
му возможного изгиба мачты. Анализ на-
пряжённого состояния в элементах пока-
зал связь напряжений в элементах мачты 
с направлением продольного изгиба мач-
ты. Установлено, что часть трубчатых эле-
ментов мачты напряжена неравномерно, 
некоторые явно недогружены, кроме того, 
в  целом отмечен значительный первона-
чальный запас прочности мачты.
4.	 Проведён второй этап оценки устой-
чивости мачты методом параметрическо-
го приближения к критической нагрузке 
под действием общей массы техническо-
го блока ВЭУ, размещённого на верхней 
площадке мачты. Установлено, что значе-
ние критической нагрузки, приводящей 
к необратимым явлениям в мачте, снизи-
лось. Данный метод позволяет учитывать 
геометрические и  физические нелиней-
ности конструкции мачты, а также нали-

чие остаточных деформаций в элементах 
мачты. Однако отмечается ещё некоторая 
завышенность прочности мачты. В связи 
с  этим осуществлена оптимизация по 
снижению металлоёмкости конструкции 
при сохранении показателей жёсткости, 
прочности и  устойчивости функциони-
рования мачты.
5.	 Этап оптимизации включает про-
цедуру определения чувствительности 
элементов мачты к  росту различных ти-
пов нагрузки. Это позволяет ввести как 
управляющий параметр коэффициент 
масштабирования площади поперечного 
сечения и  удалять из структуры мачты 
отдельные элементы при сохранении ве-
личины суммарной энергии малых упру-
гих деформаций конструкции в  целом. 
Это обеспечивает сохранение устойчи-
вости мачты при внешних воздействиях.
6.	 Проведены этапы проверки функцио-
нальных характеристик мачты по завер-
шении процесса оптимизации. Все они 
значительно улучшены. В  частности, по-
казано, что критические напряжения, по-
лученные при линейном анализе устой-
чивости в  элементах мачты, стали ниже 
(4129 против 6077 МПа). Проведённая оп-
тимизация мачты позволила обеспечить 
необходимую устойчивость при сниже-
нии металлоёмкости и сохранить её пер-
воначальную прочность.  
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